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I. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Øèðîêî èçâåñòíûì ñâîéñòâîì ïåðåõîäà ìåòàëë-èçîëÿòîð ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ ñòàòèñòèêà ìîìåíòîâ
âîëíîâîé ôóíêöèè1. Â ñëó÷àå õîðîøåãî ìåòàëëà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî è ýíåðãèÿ ðàñêîððåëèðîâàíû,
ôëóêòóàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè ïðîñòî ïåðåïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ôëóêòóàöèè ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé,
÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, êàê èçâåñòíî, ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç êîððåëÿòîðû ïîëåé Q íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè.
Òîãäà àíîìàëüíûå ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ ðåíîðìãðóïïû ñèãìà-ìîäåëè äàþò ñêåéëèíãîâûå
ïîêàçàòåëè ìîìåíòîâ âîëíîâîé ôóíêöèè. Êîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì, êîíå÷íî, ïåðåõîä ìîæíî îïèñàòü
òîëüêî â ðàìêàõ ε−ðàçëîæåíèÿ, êîãäà òî÷êà ïåðåõîäà g? � 1. Ìîìåíòàì ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
ñîîòâåòñòâóåò, ïî-âèäèìîìó, âñåãäà ñîáñòâåííûé îïåðàòîð ñ ìàêñèìàëüíîé àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ (íàèáîëåå
áûñòðî ðàñòóùèé â èíôðàêðàñíóþ îáëàñòü). Äëÿ çàäà÷è áåç ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êëàññ
ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ áåç ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó ïîëÿ Q áûë ïîëó÷åí ðàíåå ÿâíî2,3, à ÷èñòî
ñêåéëèíãîâûå êîìáèíàöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé îáñóæäàëèñü â ðàáîòå4 â îòñóòñòâèå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Îäíàêî â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ âçàèìîäåéñòâèå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò, è ïîýòîìó ðàçóìíî
çàäàòü âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ ýòà êàðòèíà ïðè íàëè÷èè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðàíåå5 áûëî
çàìå÷åíî, ÷òî îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîìó ìîìåíòó ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ïîñëå òðèâèàëüíîé
ìîäèôèêàöèè (ñì. òåêñò è ñåêöèþ Âûâîäû) îñòàåòñÿ ñîáñòâåííûì è ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ, íî åãî
àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìåíÿåòñÿ. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, îñòàþòñÿ ëè îñòàëüíûå îïåðàòîðû, èçâåñòíûå
èç íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷è, òàêæå ñîáñòâåííûìè. Ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îòâåò, ÷òî, ïî-
âèäèìîìó, äà, íî â ñëó÷àå âûñøèõ êîððåëÿòîðîâ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà âû÷èñëåíèå äî 2 ïîðÿäêà
ïî 1/g ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âñå îïåðàòîðû îñòàþòñÿ ñîáñòâåííûìè, õîòÿ
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì íà òî óêàçàíèåì. Ýòè îïåðàòîðû, îòëè÷íûå îò ìîìåíòîâ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé,
ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà. Îíè ñîîòâåòñòâóþò
ñïåöèàëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (ñì. Âûâîäû) è
â ïðèíöèïå ìîãóò áûòü èçìåðåíû â ýêñïåðèìåíòàõ ïî òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè. Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ AI
(íåíàðóøåííàÿ ñèììåòðèÿ îáðàùåíèÿ âðåìåíè è âðàùåíèÿ â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå).

II. ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÑÈÃÌÀ-ÌÎÄÅËÜ

Òåîðèÿ ïîëÿ, êîòîðóþ ìû èçó÷àåì, îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì6,7 íà ìàòðè÷íîå ïîëå Q, äåéñòâóþùåå
â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ðåïëè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðîì Nr, ñ÷åòíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìàöóáàðîâñêèõ
÷àñòîò, ïðîñòðàíñòâà Íàìáó 2× 2 è ñïèíîâîãî ïðîñòðàíñòâà 2× 2 ñ äåéñòâèåì

S = − g

32

∫
drTr(∇Q)2 + 4πTZω

∫
drTr ηQ− πT

4

∑
α,n

∑
r=0,3

3∑
j=0

Γj

∫
drTr(Iαn trjQ) Tr(Iα−ntrjQ) (1)

ãäå èíäåêñû α, β â ðåïëè÷íîì ïðîñòðàíñòâå, n,m â ìàöóáàðîâñêîì, à èíäåêñû ìàòðèö tij åñòü ðàçëîæåíèå
ìàòðèöû t, äåéñòâóþùåé òîëüêî â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ñïèíîâîãî è Íàìáó ïðîñòðàíñòâà, ïî áàçèñó
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàáîðîâ ìàòðèö Ïàóëè, òî åñòü tij = σNambui ⊗ σspinj , à t00 - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà;

g-áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ áîëüøèì (ìåòàëëè÷åñêàÿ îáëàñòü), ÷òî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè; Γi - àìïëèòóäû âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ
â òðåõ òðèïëåòíûõ è îäíîì ñèíãëåòíîì êàíàëå, Zω - ôàêòîð ïåðåíîðìèðîâêè ÷àñòîòû6, Ò-òåìïåðàòóðà.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà íåò ïðèòÿæåíèÿ â êóïåðîâñêîì êàíàëå è ïîýòîìó ïðåíåáðåãàåì (Γc = 0)
âçàèìîäåéñòâèåì (c r = 1; 2). Çäåñü ìàòðèöû

Λαβnm = sgn(n)δnmδ
αβt00 (2)

åñòü ñåäëîâîå ðåøåíèå äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ,

ηαβnm = nδnmδ
αβt00 (3)

è

(Iγk )αβnm = δn−m,kδ
αβδαγt00 (4)

Íà ìàòðèöó Q íàëîæåíî íåëèíåéíîå óñëîâèå Q2 = 1, êîòîðîå ìû ðàçðåøàåì òàê íàçûâàåìîé ÷åòíîé êîðíåâîé
ïàðàìåòðèçàöèåé Q = W + Λ

√
1−W 2. Ãäå ìàòðèöà W â ìàöóáàðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíà êàê

W =

(
0 w
w 0

)
(5)
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ãäå áëîêè w è w ñâÿçàíû óñëîâèÿìè

w = −CwTC, w = −Cw?C, C = it12 (6)

ýòî óñëîâèå ïðîèñõîäèò èç åùå îäíîé ñâÿçè çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ íà ìàòðèöó Q (Q† = CTQTC). Îáå ñâÿçè
íà ìàòðèöó Q îçíà÷àþò âûäåëåíèå íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî (áåçìàññîâîãî) ñåêòîðà âîçáóæäåíèé â ñèñòåìå6, åñëè
ìàòðèöà Q îòêëîíÿåòñÿ îò ýòèõ óñëîâèé, âêëàäû ìàëû ïî 1/g. Â êâàäðàòè÷íîì ïî ïîëÿì W ïðèáëèæåíèè
äåéñòâèå äàåò ïðîïàãàòîð ýòèõ ïîëåé ïðè r = 0; 3

〈wrj(p)αβnmwrj(−p)
γδ
kl 〉 =

2

g
δαδδβγδn−m,l−kDp(iΩnm)(δnl −

32πTΓj
g

δαβD(j)
p (iΩnm)) (7)

ãäå

Dp(iΩ) =
1

p2 + 16Zω|Ω|
g

(8)

D(j)
p (iΩ) =

1

p2 +
16(Zω+Γj)|Ω|

g

(9)

îáû÷íûé è ïåðåíîðìèðîâàííûé âçàèìîäåéñòâèåì, ñîîòâåòñòâåííî, äèôôóçèîííûå ïðîïàãàòîðû. Ïðè r = 1; 2
ïðîïàãàòîð

〈wrj(p)αβnmwrj(−p)
γδ
kl 〉 =

2

g
δαδδβγδnlδmlDp(iΩnm) (10)

A. Ïåðåíîðìèðîâêà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

Â ïðèñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïåðåíîðìèðóåòñÿ

ρ(iεn)

ρ0
=

1

4
〈spQααnn〉 =

√
Z (11)

ãäå ρ0 íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ÐÃ (íà èìïóëüñå p = 1/l), n - ïîëîæèòåëüíàÿ ìàöóáàðîâñêàÿ ÷àñòîòà, à ïðè
εn → E + i0, E → 0

Z = 1− hεt

ε

3∑
j=0

ln(1 + γj) (12)

ïåðåíîðìèðîâêà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ W 7,11, îíà íå ñâÿçàíà ñ Zω. Çäåñü h-èíôðàêðàñíàÿ îáðåçêà òåîðèè, òî
åñòü èñêóññòâåííî äîáàâëåííàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ìàññà ïîëÿ Q, ÷òî îòâå÷àåò äîáàâêå â äåéñòâèå S → S +
gh2

8

∫
dr Tr(ΛQ)). Òîãäà âî âñåõ ïðîïàãàòîðàõ êâàäðàò èìïóëüñà ïîíèìàåòñÿ êàê p2 + h2.

Â ïðèñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ äåéñòâèå (1) íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ìàöóáàðîâñêîì è
ðåïëè÷íîì ïðîñòðàíñòâàõ (èç-çà íàëè÷èÿ ìàòðèö Iαn ), ïîýòîìó èäåÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ
òàêîâà: ðàññìîòðèì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðîñòåéøèõ êîìáèíàöèé ïîëåé Q, íåèíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî
âðàùåíèé â ìàöóáàðîâñêîì è ðåïëè÷íîì ïðîñòðàíñòâàõ è èç óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè èõ àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòè
â ïðåäåëå ε→ 0 â ðàìêàõ ε−ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíòû ýòîãî ëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ.

III. ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ, ÁÈËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÎ Q

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ îïåðàòîðîâ, êâàäðàòè÷íûõ ïî ïîëþ Q. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ 2 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ
îïåðàòîðà âèäà, îïèñàííîãî âûøå. Âîçüìåì èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

Pα1α2
2 (iεn, iεm) = 〈〈spQα1α1

nn (r) · spQα2α2
mm (r)〉〉+ µ〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]
〉, (13)
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ãäå µ - çàäàííîå ÷èñëî 〈〈AB〉〉 = 〈AB〉−〈A〉〈B〉, à sp îçíà÷àåò ñëåä ïî ñïèíîâîìó è Íàìáó-ïðîñòðàíñòâàì. Äàëåå
ïîñòðîèì îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò ìàöóáàðîâñêèõ ÷àñòîò εn1 , εn2 , εn3

K2 =
1

32
Re
[
Pα1α2

2 (iεn1
, iεn3

)− Pα1α2
2 (iεn1

, iεn2
)
]

(14)

Ïðîèçâåäåì åãî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âåùåñòâåííûå ÷àñòîòû: εn1 → E + i0+, εn3 → E′ + i0+, è
εn2 → E′ − i0+

K2(E,E′) =
1

32
Re
[
Pα1α2;RR

2 (E,E′)− Pα1α2;RA
2 (E,E′)

]
(15)

Òîãäà äëÿ µ = −2 îïåðàòîð K2 ÿâëÿåòñÿ âòîðûì ìîìåíòîì ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (〈ρ(E)ρ(E′)〉 −
〈ρ(E)〉〈ρ(E′)〉), ýòèì è ìîòèâèðîâàíî îïðåäåëåíèå. Ôèêñèðîâàííûå ðåïëè÷íûå èíäåêñû α1 è α2 ðàçëè÷íû â óð.
(14), α1 6= α2, ÷òî îòâå÷àåò òîìó ôàêòó, ÷òî âòîðîé ìîìåíò ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (ðàçíûå ðåïëèêè - ðàçíûå îáðàçöû).

A. Îäíîïåòëåâîå âû÷èñëåíèå

Â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè, òî åñòü ïåðâîì ïîðÿäêå ïî îáðàòíîìó êîíäàêòàíñó g � 1 ïîëó÷àåì íåíóëåâîé
âêëàä ïðè n1 ≥ 0, n2 < 0

P
α1α2;(1)
2 (iεn1 , iεn2) = µ〈sp[wα1α2

n1n2
wα2α1
n2n1

]〉 =
128µ

g

∫
q

Dq(iΩ) (16)

ãäå Ω = εn1
−εn2

, h - èíôðàêðàñíàÿ îáðåçêà òåîðèè (èñêóññòâåííî äîáàâëåííàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ìàññà ïîëÿ Q),
òîãäà ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå ÷àñòîòû è ïðè E → E′ → 0 è T → 0 (äëÿ ïðîñòîòû
àíàëèçà)

K
(1)
2 = µ

hεt

ε
(17)

ãäå t = 8Ωd/g, Ωd = Sd/(2(2π)d) è Sd - ïëîùàäü d-ìåðíîé ñôåðû. d = 2 + ε ïðè ε� 1.

B. Äâóïåòëåâîå âû÷èñëåíèå

Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî îáðàòíîìó êîíäàêòàíñó íåíóëåâûå âêëàäû â Pα1α2
2 (iεn1 , iεn3) ñ n1 ≥ 0 è n3 ≥ 0

[Pα1α2
2 ](2)(iεn1 , iεn3) =

µ

4

∑
n6n8

∑
β1β2

〈sp[wα1β1

n1n6w̄
β1α2
n6n3

wα2β2
n3n8

w̄β2α1
n8n1

]〉. (18)

ïî òåîðåìå Âèêà ïîëó÷àåì

[Pα1α2
2 ](2)(iεn1

, iεn3
) = −µ

3∑
j=0

(
64

g
)2πTΓj

g

∑
ωn>εn3

∫
q,p

Dq(iωn + iΩ13)Dp(iωn)D(j)
p (iωn) + (ε1 → ε3). (19)

Ïðîèçâîäÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âåùåñòâåííûå ÷àñòîòû, ïîëó÷àåì

[Pα1α2
2 ](2)(E,E′) = −µ

3∑
j=0

(
32

g
)2 Γj
ig

∫ ∞
−∞

dω tanh
ω − E′

2T

∫
q,p

Dq(ω + E − E′)Dp(ω)Dj
p(ω) + (E → E′). (20)

Îïÿòü ïîëàãàÿ E = E′ = T = 0, ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ òðþê Ôåéíìàíà

1

ABC
=

∫ 1

0

3∏
i=1

dxiδ(
∑
i

xi − 1)
2

(Ax1 +Bx2 + Cx3)3
(21)
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è áåðÿ èíòåãðàëû ïî èìïóëüñàì,

[Pα1α2
2 ]RR(2) = (

16

g
)2

3∑
j=0

Γj
Zω

AεΓ(1− ε)h2ε

εΓ2(1− ε/2)

∫ 1

0

3∏
i=1

dxiδ(
∑
i

xi − 1)
x
−1−ε/2
3 (1− x3)−1−ε/2

1− x2 + ajx2
(22)

ãäå aj = 1 +
Γj

Zω
= 1 + γj è Aε = Ω2

dΓ
2(1− ε/2)Γ2(1 + ε/2). Îñòàâëÿÿ òîëüêî íåóõîäÿùèå â ïðåäåëå ε→ 0 ÷ëåíû,∫ 1

0

dx2

∫ 1−x2

0

dx3
1

(x2(1− x2))1+ε/2(1− x3 + ajx3)
' −2 log aj

ajε
− aj − 1

aj
[2
∂

∂x
[3F2(1, 1, 1; 2, x = 1;

aj − 1

aj
)]

+
∂

∂y
[3F2(1, 1, y = 1; 2, 1;

aj − 1

aj
)]] (23)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

∂

∂y
[3F2(1, 1, y = 1; 2, 1;

a− 1

a
)] =

a log2 a

2(a− 1)
,

∂

∂y
[3F2(1, 1, y = 1; 2, 1;

a− 1

a
)] = − ∂

∂x
[3F2(1, 1, 1; 2, x;

a− 1

a
)] (24)

ïîëó÷èì â èòîãå

[Pα1α2
2 ]RR(2) → −8µ

t2 h2ε

ε2

3∑
j=0

[
ln(1 + γj)−

ε

4
ln2(1 + γj)

]
, (25)

Äâóïåòëåâîé âêëàä â Pα1α2
2 (iεn1

, iεn4
) ïðè n1 ≥ 0 è n4 < 0 ðàâåí

[Pα1α2
2 ](2)(iεn1

, iεn4
) = −1

4

∑
n5n6

∑
β1β2

〈〈sp[wα1β1
n1n6

w̄β1α1
n6n1

] sp[w̄α2β2
n4n5

wβ2α2
n5n4

]〉〉+µ
〈

sp[wα1α2
n1n4

w̄α2α1
n4n1

]
[
S

(4)
0 +S

(4)
int +

1

2

(
S

(3)
int

)2]〉
.

(26)
Çäåñü

S
(4)
0 =

g

128

∫
q1

∫
q2

∫
q3

∫
q4

δ(q1 + q2 + q3 + q4)
∑

β1β2β3β4

∑
n5n6n7n8

sp[wβ1β2
n5n6

w̄β2β3
n6n7

wβ3β4
n7n8

w̄β4β1
n8n5

]

×
[
(q1 + q2)(q3 + q4) + (q1 + q4)(q2 + q3)− 2h2 − 32πTZω

g
(n56 + n78)

]
, (27)

ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèÿ Sσ äî 4 ïîðÿäêà ïî W . Ðàçëîæåíèå âêëàäà ñî âçàèìîäåéñòâèåì äàåò òàêæå

S
(3)
int =

3∑
j=0

∑
r=0;3

πTΓj
4

∑
β,n

∫
dr Tr Iβn trjW Tr Iβ−ntrjΛW

2, S
(4)
int = −

3∑
j=0

∑
r=0;3

πTΓj
16

∑
β,n

∫
dr Tr Iβn trjΛW

2 Tr Iβ−ntrjΛW
2.

(28)
Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ â óð. (26), ïîëó÷àåì

[Pα1α2
2 ](2)(iεn1

, iεn4
) = −2

[
16

g

∫
q

Dq(iΩn14
)

]2

+ 2µ(
16

g
)2

∫
pq

[p2 + q2 + h2 +
16Zω
g

Ω14]Dp(iΩ14)D2
q(iΩ14)

+ µ(
64

g
)2

3∑
j=0

(
∑

ωn>εn1

+
∑

ωn>−εn4

)
πTΓj
g

∫
pq

D2
p(iΩ14)[p2 + h2 + q2 +

16Zω
g

(Ω14 + ωn)]Dq(iωn)D(j)
q (iωn)

− µ(
64

g
)2

3∑
j=0

∑
ωn>0

2πTΓj
g

[1− 16Γjωn
g

∫
pq

D
(j)
p+q(iωn)]D2

q(iΩ14)Dp(iΩ14 + iωn)

− µ(
64

g
)2

3∑
j=0

(
∑

εn1
>ωn>0

+
∑

−εn4
>ωn>0

)
πTΓj
g

[1− 16Γjωn
g

∫
pq

D
(j)
p+q(iωn)]D2

q(iΩ14)Dp(iΩ14 − iωn) (29)
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Ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â óð. (29), ïîëó÷àåì (Ω = E − E′)

[Pα1α2
2 ]RA(2)(E,E′) = −2

[
16

g

∫
q

Dq(iΩ)

]2

+ 2µ(
16

g
)2

∫
pq

[p2 + q2 + h2 +
16Zω
g

iΩ]Dp(Ω)D2
q(Ω)

+ µ(
64

g
)2

3∑
j=0

(tanh(
Ω− E

2T
+ tanh(

Ω− E′

2T
)))
πTΓj
4ig

∫
pq,ω

D2
p(Ω)[p2 + h2 + q2 +

16Zω
g

(iΩ + iω)]Dq(ω)D(j)
q (ω)

− µ(
64

g
)2

3∑
j=0

∫
pq,ω

coth(
ω

2T
)

Γj
2ig

[1 +
16Γjiω

g
D

(j)
p+q(ω)]D2

q(Ω)Dp(Ω + ω)

− µ(
64

g
)2

3∑
j=0

∫
pq,ω

(2 coth(
ω

2T
)− tanh(

ω − E
2T

)− tanh(
ω − E′

2T
))

Γj
4ig

[1 +
16Γjiω

g
D

(j)
p+q(ω)]D2

q(Ω)Dp(Ω− ω) (30)

Ïðè E = E′ = T = 0 âñå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ýëåìåíòàðíî êðîìå èíòåãðàëà èç ïðåäïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî∫ +∞

0

dωω

∫
pq

D(j)
p (ω)D2

q(0)Dp+q(ω) = −AεΓ(1− ε)h2ε

εΓ2(1− ε/2)

∫ 1

0

3∏
i=1

δ(
∑
i

xi − 1)(x1x2 + x2x3 + x3x1)−1−ε/2 x2

(ax1 + x3)2

(31)
ãäå ìû îïÿòü èñïîëüçîâàëè òðþê Ôåéíìàíà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ôåéíìàíîâñêèì ïàðàìåòðàì xi
ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x3 = 1−u

s+1 , x2 = s
s+1 , x1 = u

s+1 , u ∈ [0; 1], s ∈ [0; +∞]. Òîãäà

I =

∫ 1

0

3∏
i=1

δ(
∑
i

xi − 1)(x1x2 + x2x3 + x3x1)−1−ε/2 x2

(ax1 + x3)2
=

∫ 1

0

du(u− u2)1−ε/2B(2,−1− ε/2)

(1− u− au)2
×

2F1(2,−ε, 1− ε/2; 1− u+ u2) (32)

Ãäå B(α, β) - Áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ñ òðåáóåìîé
òî÷íîñòüþ

2F1(2,−ε, 1− ε/2, 1− u+ u2) ' 1− ε(1− u+ u2

u− u2
− log(u− u2)) (33)

Òåïåðü âñå èíòåãðàëû ïîëó÷àþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè è íåèñ÷åçàþùèå â ïðåäåëå ε→ 0 ÷ëåíû ïîëó÷àþòñÿ

I ' 2

ε

2(1− a) + (1 + a) log a

(a− 1)3
+
−2

a
+

2(a+ 1)

(a− 1)3
(Li2(1− a) + log a+

log2 a

4
) +

2(1 + a) log a

(a− 1)3
(34)

Â èòîãå ïîëó÷àåì

[Pα1α2
2 ]RA(2) → 32

t2 h2ε

ε2

[
−1 + µ+

µ

2
ε
]

+ 8µ
t2 h2ε

ε2

3∑
j=0

[
2f(γj) + 3 ln(1 + γj)− ε

2 + γj
γj

(
ln(1 + γj) + Li2(−γj)

+
1

4
ln2(1 + γj)

)]
, (35)

ãäå f(x) = 1− (1 + 1/x) ln(1 +x). Ñîáèðàÿ âìåñòå óð.(25) è (35), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âêëàä â íåïðèâîäèìûé
îïåðàòîð:

K
(2)
2 =

t2 h2ε

4ε2

{
4− 2µ(2 + ε)− 2µ

3∑
j=0

[
f(γj) + 2 ln(1 + γj)

]
− µε

3∑
j=0

[
ln(1 + γj) + 2f(γj)− c(γj)

]}
, (36)

ãäå c(x) = 2 + 2+x
x Li2(−x) + 1+x

2x log2 x, ãäå Li2(t) - ïîëèëîãàðèôì ñòåïåíè 2.

C. Àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü

Ïðèâîäèìûé îïåðàòîð K̃2 ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ K2 ñ èñïîëüçîâàíèåì

P̃α1α2
2 (iεn, iεm) = 〈spQα1α1

nn (r) spQα2α2
mm (r)〉+ µ〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]
〉, (37)
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âìåñòî Pα1α2
2 (iεn, iεm). Íåïðèâîäèìûé îïåðàòîð K2 ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âû÷åòîì èçî âñåõ ïîëåé

Q→ Q− 〈Q〉. Ïðèâîäèìûé îïåðàòîð ðàâåí

K̃2 = Z +K2 = Zm′2 (38)

Â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî t ∼ 1/g ïåðåíîðìèðîâêà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ7,11

Z = 1− hεt

ε

3∑
j=0

ln(1 + γj) (39)

Ïåðåíîðìèðîâêà èíôðàêðàñíîé îáðåçêè (áåñêîíå÷íî ìàëîé ìàññû ïîëÿ Q) äàåòñÿ8

h′ = h

{
1− t hε

2ε

[
1 +

3∑
j=0

[
f(γj) +

1

2
ln(1 + γj)

]]}
(40)

Ïåðåíîðìèðîâêà êîíäàêòàíñà â ãëàâíîì ïîðÿäêå äàåòñÿ ñëàáîëîêàëèçàöèîííîé ïîïðàâêîé9�11

g′ = g
[
1 +

a1t h
ε

ε
+O(ε)

]
, a1 = 1 +

3∑
j=0

f(γj). (41)

óäåðæèâàÿ òîëêî ðàñõîäÿùèåñÿ ÷ëåíû â àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðà K2

m′2 = m2

[
1 +

b1t h
′ε

ε
+
t2h′2ε

ε2

(
b2 + εb3

)]
. (42)

ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ K2 (Óð. (36)), äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ýòèõ ðàñõîäÿùèõñÿ ÷ëåíàõ
âûðàæåíèÿ

b1 = µ, b2 = 1− µ− µ

2

3∑
j=0

f(γj), b3 =
µ

4

3∑
j=0

c(γj) (43)

Óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ïåðåíîðìèðóåìîñòü òåîðèè ñ äîáàâëåííûì ê äåéñòâèþ ëîêàëüíûì îïåðàòîðîì K2

(ñóòü òðåáîâàíèå î êîíå÷íîñòè åãî àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòè â ïðåäåëå ε→ 0) èìååò âèä

b2 =
b1(b1 − a1)

2
⇐⇒ µ2 + µ− 2 = 0 (44)

Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ µ, òî óðàâíåíèå íà àíîìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íûì â ïðåäåëå ε→ 0

−d lnm
(µ)
2

dy
= µ

t+
t2

2

3∑
j=0

c(γj)

+O(t3) (45)

ãäå y = − lnh′ - ëîãàðèôì áåãóùåãî ìàñøòàáà è ìû îïóñêàåì øòðèõ ó âñåõ âåëè÷èí äëÿ êðàòêîñòè. Óð.
(44) èìååò äâà ðåøåíèÿ µ = −2 è µ = 1, òî åñòü çäåñü òðåáîâàíèå ïåðåíîðìèðóåìîñòè îäíîçíà÷íî ôèêñèðóåò
ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû äî 2 ïîðÿäêà ïî 1/g. Ñàìîå ñóùåñòâåííîå çàìå÷àíèå çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî íè îíè, íè
ñàìî óðàâíåíèå íà íèõ íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òà æå
ñèòóàöèÿ îñòàíåòñÿ âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îïåðàòîðû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ôîíîâîãî ïîëÿ(98)

äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷è, êîíå÷íî, óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû P̃

è K̃ ìû îáîçíà÷èì êàê P̃µ è K̃(µ)
2 ñîîòâåòñòâåííî.

IV. ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ Ñ ÒÐÅÌß Q

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé îïåðàòîð

P̃α1α2α3
3 (iεn, iεm, iεk) = 〈spQα1α1

nn (r) spQα2α2
mm (r) spQα3α3

kk (r)〉+ µ〈sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]

spQα3α3

kk (r)〉
+λ〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α3

mk (r)Qα3α1

kn (r)
]
〉, (46)
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Ñîîòâåòñòâóþùèé íåïðèâîäèìûé îïåðàòîð

Pα1α2α3
3 (iεn, iεm, iεk) = 〈spQα1α1

nn (r) spQα2α2
mm (r) spQα3α3

kk (r)〉 − 3〈spQα1α1
nn (r)〉〈spQα2α2

mm (r) spQα3α3

kk (r)〉
+2〈spQα1α1

nn (r)〉〈spQα2α2
mm (r)〉〈spQα3α3

kk (r)〉+ µ〈sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]

spQα3α3

kk (r)〉
−µ〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]
〉〈spQα3α3

kk (r)〉+ λ〈sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α3

mk (r)Qα3α1

kn (r)
]
〉, (47)

Ïîýòîìó

P̃α1α2α3
3 (iεn, iεm, iεk) = Pα1α2α3

3 (iεn, iεm, iεk) + 3〈spQα3α3

kk (r)〉1
3

(
P̃α1α2
−2 (iεn, iεm) + 2P̃α1α2

1 (iεn, iεm)
)

−2〈spQα1α1
nn (r)〉〈spQα2α2

mm (r)〉〈spQα3α3

kk (r)〉+ µ〈spQα3α3

kk (r)〉1
3

(
P̃α1α2

1 (iεn, iεm)− P̃α1α2
−2 (iεn, iεm)

)
(48)

Íåïðèâîäèìûé îïåðàòîð K3 ïîëó÷àåòñÿ èç P3 ñëåäóþùèì îáðàçîì

K3 =
1

83

[
PRRR − PRRA − PRAR − PARR + PRAA + PARA + PAAR − PAAA

]
(49)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî êâàçèêëàññè÷åñêîå çíà÷åíèå (Q = Λ) K̃3 ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå. Òàêæå, çíà÷åíèÿ µ è λ, ïðè

êîòîðûõ îïåðàòîð K̃3 ñòàíîâèòñÿ ñîáñòâåííûì îòíîñèòåëüíî ðåíîðìãðóïïû, ìîãóò áûòü íàéäåíû ïîñðåäñòâîì
ïðîöåäóðû ïåðåíîðìèðîâêè ôîíîâûì ïîëåì (ñì. íèæå). Òàêæå

〈spQα1α1
n1n1

(r)〉 = 4sgn(n1)Z1/2 (50)

Íåïðèâîäèìûé îïåðàòîð ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàíåå íàéäåííîãî áàçèñà
ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ áîëåå íèçêîãî ïî Q ïîðÿäêà

K̃3 = K3 + Z1/2
(
K̃(−2)

2 + 2K̃(1)
2

)
+
µ

3
Z1/2

(
K̃(1)

2 − K̃(−2)
2

)
− 2Z3/2 ≡ Z3/2m′3 (51)

Â äâóïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè

K3 =
3λt2h2ε

2ε2
(52)

Ïîýòîìó, äåéñòâóÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ââåäåì

m′3 = m3

[
1 +

b1t h
′ε

ε
+
t2h′2ε

ε2

(
b2 + εb3

)]
. (53)

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ, àíàëîãè÷íî ïðåäóäóùåìó ñëó÷àþ,

b1 = µ, b2 = 3 +
3λ

2
− µ− µ

2

3∑
j=0

f(γj), b3 =
µ

4

3∑
j=0

c(γj) (54)

Îïÿòü âûðàæåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ïåðåíîðìèðóåìîñòü äàåò îäíî óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíòû µ è λ, äëÿ
íàéäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

b2 =
b1(b1 − a1)

2
⇐⇒ µ2 + µ = 3λ+ 6 (55)

íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîýòîìó è äëÿ îïåðàòîðîâ, êóáè÷åñêèõ ïî ïîëþ Q åñòåñòâåííî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíè îñòàíóòñÿ ñîáñòâåííûìè âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé, õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷åííîãî óð. (55) íåäîñòàòî÷íî äëÿ ôèêñèðîâàíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ â îïåðàòîðå, â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ ñ äâóìÿ ïîëÿìè Q. Íî ïåðåíîðìèðîâêà ôîíîâûì ïîëåì â íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷å
(ñì. Ïðèëîæåíèå) äàåò òðè ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðà:

K̃
(−6)
3 ñ µ = −6 è λ = 8

K̃
(−1)
3 ñ µ = −1 è λ = −2

K̃
(3)
3 ñ µ = 3 è λ = 2

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé óðàâíåíèå 55 âûïîëíåíî. Àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü
îïåðàòîðà ïîëó÷àåòñÿ èç

−d lnm
(µ)
3

dy
= µ

t+
t2

2

3∑
j=0

c(γj)

+O(t3) (56)
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V. ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ Ñ ×ÅÒÛÐÜÌß Q

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð

P̃α1α2α3α4
4 (iεn, iεm, iεk, iεl) = 〈spQα1α1

nn (r) spQα2α2
mm (r) spQα3α3

kk (r) spQα4α4

ll (r)〉
+µ〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]

spQα3α3

kk (r) spQα4α4

ll (r)〉
+λ〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]

spQα3α4

kl (r) spQα4α3

lk (r)〉+ η〈sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α3

mk (r)Qα3α1

kn (r)
]

spQα4α4

ll (r)〉
+ν〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α3

mk (r)Qα3α4

kl (r)Qα4α1

ln (r)
]
〉 (57)

Ñîîòâåòñòâóþùèé íåïðèâîäèìûé îïåðàòîð

Pα1α2α3α4
4 (iεn, iεm, iεk, iεl) = P̃α1α2α3α4

4 (iεn, iεm, iεk, iεl)− 4〈spQα1α1
nn (r)〉〈spQα2α2

mm (r) spQα3α3

kk (r) spQα4α4

ll (r)〉
+6〈spQα1α1

nn (r)〉〈spQα2α2
mm (r)〉〈spQα3α3

kk (r) spQα4α4

ll (r)〉 − 3〈spQα1α1
nn (r)〉〈spQα2α2

mm (r)〉〈spQα3α3

kk (r)〉〈spQα4α4

ll (r)〉
−2µ〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]

spQα3α3

kk (r)〉〈spQα4α4

ll (r)〉+ µ〈sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]
〉〈spQα3α3

kk (r)〉〈spQα4α4

ll (r)〉
−η〈sp

[
Qα1α2
nm (r)Qα2α3

mk (r)Qα3α1

kn (r)
]
〉〈spQα4α4

ll (r)〉, (58)

Îïÿòü îïåðàòîð ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íî âûðàæåí ÷åðåç ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû áîëåå íèçêîé ñòåïåíè

P̃α1α2α3α4
4 (iεn, iεm, iεk, iεl) = Pα1α2α3α4

4 (iεn, iεm, iεk, iεl) + 3〈spQα1α1
nn (r)〉〈spQα2α2

mm (r)〉〈spQα3α3

kk (r)〉〈spQα4α4

ll (r)〉

−6〈spQα1α1
nn (r)〉〈spQα2α2

mm (r)〉
(

1

3
P̃α3α4
−2 (iεk, iεl) +

2

3
P̃α3α4

1 (iεk, iεl)

)
−µ
(

1

3
P̃α1α2

1 (iεn, iεm)− 1

3
P̃α1α2
−2 (iεn, iεm)

)
〈spQα3α3

kk (r)〉〈spQα4α4

ll (r)〉

+4〈spQα1α1
nn (r)〉

(
1

15
P̃α2α3α4
−6 (iεm, iεk, iεl) +

3

5
P̃α2α3α4
−1 (iεm, iεk, iεl) +

1

3
P̃α2α3α4

3 (iεm, iεk, iεl)

)
+η〈spQα1α1

nn (r)〉
(

1

15
P̃α2α3α4
−6 (iεm, iεk, iεl)−

3

20
P̃α2α3α4
−1 (iεm, iεk, iεl) +

1

12
P̃α2α3α4

3 (iεm, iεk, iεl)

)
+2µ〈spQα1α1

nn (r)〉
(
− 1

15
P̃α2α3α4
−6 (iεm, iεk, iεl)−

1

10
P̃α2α3α4
−1 (iεm, iεk, iεl) +

1

6
P̃α2α3α4

3 (iεm, iεk, iεl)

)
(59)

Íåïðèâîäèìûé îïåðàòîð K4 ïîëó÷àåòñÿ èç P4 ñëåäóþùèì îáðàçîì

K4 =
1

84

∑
p1,...,p4=±

 4∏
j=1

pj

P p1...p44 (60)

Êâàçèêëàññè÷åñêîå çíà÷åíèå K̃4 ðàâíî åäèíèöå. Çíà÷åíèÿ µ, λ, η è ν, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð K̃4 â îòñóòñòâèå
âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ ñîáñòâåííûì îòíîñèòåëüíî ðåíîðìãðóïïû òàêæå ìîãóò áûòü íàéäåíû ïîñðåäñòâîì
ïåðåíîðìèðîâêè ôîíîâûì ïîëåì (ñì. íèæå). Èñïîëüçóÿ óð. (59), ïîëó÷àåì

K̃4 = K4 + 3Z2 − 6Z

(
1

3
K̃(−2)

2 +
2

3
K̃(1)

2

)
− µZ

(
1

3
K̃(1)

2 − 1

3
K̃(−2)

2

)
+ 4Z1/2

(
1

15
K̃(−6)

3 +
3

5
K̃(−1)

3 +
1

3
K̃(3)

3

)
+ηZ1/2

(
1

15
K̃(−6)

3 − 3

20
K̃(−1)

3 +
1

12
K̃(3)

3

)
+ 2µZ1/2

(
− 1

15
K̃(−6)

3 − 1

10
K̃(−1)

3 +
1

6
K̃(3)

3

)
≡ Z2m′4 (61)

Â äâóïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè,

K4 =
λt2h2ε

ε2
(62)

Ïîýòîìó äëÿ àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòè

m′4 = m4

[
1 +

b1t h
′ε

ε
+
t2h′2ε

ε2

(
b2 + εb3

)]
. (63)
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ïîëó÷àåòñÿ

b1 = µ, b2 = 6 + λ+
3η

2
− µ− µ

2

3∑
j=0

f(γj), b3 =
µ

4

3∑
j=0

c(γj) (64)

óñëîâèå ïåðåíîðìèðóåìîñòè

b2 =
b1(b1 − a1)

2
⇐⇒ µ2 + µ = 3η + 2λ+ 12 (65)

îïÿòü âûïîëíÿåòñÿ, äëÿ àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ýòîãî îïåðàòîðà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

−d lnm
(µ)
4

dy
= µ

t+
t2

2

3∑
j=0

c(γj)

+O(t3) (66)

Ïåðåíîðìèðîâêà ôîíîâûì ïîëåì (ñì. Ïðèëîæåíèå) äàåò ïÿòü ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ:

K̃
(−12)
4 ñ µ = −12, λ = 12, η = 32 è ν = −48

K̃
(−5)
4 ñ µ = −5, λ = −2, η = 4 è ν = 8

K̃
(−2)
4 ñ µ = −2, λ = 7, η = −8 è ν = 2

K̃
(1)
4 ñ µ = 1, λ = −2, η = −2 è ν = −4

K̃
(6)
4 ñ µ = 6, λ = 3, η = 8 è ν = 6

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óð. (65) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ýòèõ îïåðàòîðîâ.

VI. ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÅ ÏÎ Q ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÑÒÅÏÅÍÈ q > 4

Îïåðàòîðû ñòàðøèõ ñòåïåíåé ïî Q ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â îäèí ñëó÷àé, òàê êàê ïðè q > 4 âñå
îïåðàòîðû ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ âûðàæåíû ÷åðåç ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû áîëåå íèçêèõ ñòåïåíåé, òî åñòü âñå
íåïðèâîäèìûå îïåðàòîðû ñ q > 4 çàíóëÿþòñÿ. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñòàðøèõ ñòåïåíåé

P̃α1...αq
q (iεnk1

, . . . , iεnkq
) = 〈spQα1α1

nk1
nk1

(r) spQα2α2
nk2

nk2
(r) . . . spQαqαq

nkqnkq
(r)〉

+µ2,1,...,1〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
(r)Qα2α1

nk2
nk1

(r)
]

spQα3α3
nk3

nk3
(r) . . . spQαqαq

nkqnkq
(r)〉

+µ3,1,...,1〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
(r)Qα2α3

nk2
nk3

(r)Qα3α1
nk3

nk1
(r)
]

spQα4α4
nk4

nk4
(r) . . . spQαqαq

nkqnkq
(r)〉

+µ4,1,...,1〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
(r)Qα2α3

nk2
nk3

(r)Qα3α4
nk3

nk4
(r)Qα4α1

nk4
nk1

(r)
]

spQα5α5
nk5

nk5
(r) . . . spQαqαq

nkqnkq
(r)〉

+µ2,2,1,...,1〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
(r)Qα2α1

nk2
nk1

(r)
]

sp
[
Qα3α4
nk3

nk4
(r)Qα4α3

nk4
nk3

(r)
]

spQα5α5
nk5

nk5
(r) . . . spQαqαq

nkqnkq
(r)〉

+ · · ·+ µq〈spQα1α2
nk1

nk2
(r)Qα2α3

nk2
nk3

(r) . . . Qαqα1
nkqnk1

(r)〉, (67)

Ñîîòâåòñòâóþùèé íåïðèâîäèìûé K̃q ïîëó÷àåòñÿ èç P̃q àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì

K̃q =
1

23q

∑
p1,...,pq=±

 q∏
j=1

pj

 P̃ p1...pqq (68)

Àíàëîãè÷íî, êâàçèêëàññè÷åñêîå çíà÷åíèå K̃q ðàâíî åäèíèöå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ ÷àñòü P̃q ñ q > 4 íå äàåò âêëàäà â äâóïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè, ïîýòîìó íåò
íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ïî ñòåïåíÿì Q îïåðàòîðû îòäåëüíî, êàê ìû ñäåëàëè ðàíåå, à ìîæíî
âûïèñàòü îáùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âñåõ q > 4. Ïîýòîìó ìîæíî âûðàçèòü îïåðàòîð ñ q îïåðàöèÿìè âçÿòèÿ ñëåäà
êàê

〈spQα1α1
nk1

nk1
. . . spQαqαq

nkqnkq
〉 →

q∏
j=1

〈spQαjαj
nkj

nkj
〉+

1

2
q(q − 1)

q−2∏
j=1

〈spQαjαj
nkj

nkj
〉〈〈spQαq−1αq−1

nkq−1
nkq−1

· spQαqαq
nkqnkq

〉〉 (69)
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Äàëåå äëÿ îñòàëüíûõ íåíóëåâûõ â äâóïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èõ âûðàæåíèå ÷åðåç
îïåðàòîðû íèçøåé ñòåïåíè

〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α1
nk2

nk1

]
spQα3α3

nk3
nk3

(r) . . . spQαqαq
nkqnkq

〉 →
q−2∏
j=1

〈spQαjαj
nkj

nkj
〉〈sp

[
Qαq−1αq
nkq−1

nkq
Qαqαq−1
nkqnkq−1

]
〉

+(q − 2)

q−3∏
j=1

〈spQαjαj
nkj

nkj
〉〈〈spQαq−3αq−3

nkq−3
nkq−3

· sp
[
Qαq−1αq
nkq−1

nkq
Qαqαq−1
nkqnkq−1

]
〉〉 (70)

〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α3
nk2

nk3
Qα3α1
nk3

nk1

]
spQα4α4

nk4
nk4

. . . spQαqαq
nkqnkq

〉 → 〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α3
nk2

nk3
Qα3α1
nk3

nk1

]
〉
q∏
j=4

〈spQαjαj
nkj

nkj
〉 (71)

〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α3
nk2

nk3
Qα3α4
nk3

nk4
Qα4α1
nk4

nk1

]
spQα5α5

nk5
nk5

. . . spQαqαq
nkqnkq

〉 → 〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α3
nk2

nk3
Qα3α4
nk3

nk4
Qα4α1
nk4

nk1

]
〉
q∏
j=5

〈spQαjαj
nkj

nkj
〉

(72)
è

〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α1
nk2

nk1

]
sp
[
Qα3α4
nk3

nk4
Qα4α3
nk4

nk3

]
spQα5α5

nk5
nk5

. . . spQαqαq
nkqnkq

〉

→ 〈sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α1
nk2

nk1

]
sp
[
Qα3α4
nk3

nk4
Qα4α3
nk4

nk3

]
〉
q∏
j=5

〈spQαjαj
nkj

nkj
〉 (73)

Òî åñòü

K̃q = Zq/2 +
1

2
q(q − 1)Zq/2−1

(
1

3
K̃(−2)

2 +
2

3
K̃(1)

2 − Z
)

+ µ2,1,...,1Z
q/2−1

(
1

3
K̃(1)

2 − 1

3
K̃(−2)

2

)
+(q − 2)µ2,1,...,1Z

(q−3)/2

(
− 1

15
K̃(−6)

3 − 1

10
K̃(−1)

3 +
1

6
K̃(3)

3 − 1

3
Z1/2K̃(1)

2 +
1

3
Z1/2K̃(−2)

2

)
+µ3,1,...,1Z

(q−3)/2

(
1

15
K̃(−6)

3 − 3

20
K̃(−1)

3 +
1

12
K̃(3)

3

)
+µ4,1,...,1Z

(q−4)/2

(
− 1

105
K̃(−12)

4 +
2

63
K̃(−5)

4 +
1

180
K̃(−2)

4 − 2

45
K̃(1)

4 + +
1

60
K̃(6)

4

)
+µ2,2,1,...,1Z

(q−4)/2

(
1

105
K̃(−12)

4 − 2

63
K̃(−5)

4 +
7

90
K̃(−2)

4 − 4

45
K̃(1)

4 + +
1

30
K̃(6)

4

)
= Zq/2m′q, (74)

ãäå ìû îïÿòü ââîäèì àíîìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü îïåðàòîðà

m′q = mq

[
1 +

b1th
′

ε
+
t2h′2ε

ε2

(
b2 + εb3

)]
. (75)

Çäåñü ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

b1 = µ2,1,...,1, b2 = −µ2,1,...,1

1 +
1

2

∑
j

f(γj)

+
1

2
q(q − 1) +

3

2
µ3,1,...,1 + µ2,2,...,1, b3 =

1

4
µ2,1,...,1

∑
j

c(γj) (76)

Ïðèâû÷íîå ñîîòíîøåíèå ïåðåíîðìèðóåìîñòè îïÿòü íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîýòîìó
ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷è áóäóò àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó òðåáîâàíèþ

b2 =
b1(b1 − a1)

2
⇐⇒ µ2

2,1,...,1 + µ2,1,...,1 = 3µ3,1,...,1 + 2µ2,2,...,1 + q(q − 1) (77)

è àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü äàåòñÿ óðàâíåíèåì

−d lnm
(µ)
q

dy
= µ2,1,...,1

t+
t2

2

3∑
j=0

c(γj)

+O(t3) (78)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ íà àíîìàëüíûå ðàçìåðíîñòè ôîðìàëüíî ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ q, îäíàêî çàâèñÿò
îò âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îïåðàòîðû, ïî âñåé âèäèìîñòè, îñòàþòñÿ ñîáñòâåííûìè
äëÿ ðåíîðìãðóïïû ñî âçàèìîäåéñòâèåì, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì.
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VII. ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ Â ÑËÓ×ÀÅ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îïåðàòîðû îñòàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ ÿâíî
íåâåðíûì ïðè T 6= 0. Â ïåðåíîðìèðîâêå ôîíîâûì ïîëåì, îáñóæäàåìîé â Ïðèëîæåíèè, ýòî ìîæíî ÿâíî óâèäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî 1/g äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ïîëÿ Qfast 'W ,
à âêëàä â ïðîïàãàòîð ïîëåé ïðè r = 0; 3, çàâèñÿùèé îò âçàèìîäåéñòâèÿ

〈wrj(p)αβnmwrj(−p)
γδ
kl 〉 =

2

g
δαδδβγδn−m,l−kDp(iΩnm)(δnl −

32πTΓj
g

δαβD(j)
p (iΩnm)) (79)

äàåò íåëîãàðèôìè÷åñêèé âêëàä, èñ÷åçàþùèé â ïðåäåëå T → 0. Ïîýòîìó, åñëè âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè
âîçìóùåíèé áóäåò âûïîëíåíî àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå, òîãäà îïåðàòîð îñòàíåòñÿ ñîáñòâåííûì âî âñåõ
ïîðÿäêàõ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîððåëÿòîð ïîëåéW , òî åñòü äîêàæåì, ÷òî âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé
âûïîëíåíî (79).

A. Óíèòàðíûé êëàññ áåç âçàèìîäåéñòâèÿ

Äëÿ óíèòàðíîãî êëàññà ïðè Γj = 0 òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîâîëüíî î÷åâèäíî, òàê êàê äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé
äèàãðàììû â åå âûðàæåíèè áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ìíîæèòåëü òèïà

δnn1
δn1n2

δn2l ∼ δnl (80)

è

δαα1δα1α2δα2δ ∼ δαδ (81)

Ïðè÷åì êàæäûé èíäåêñ ìàöóáàðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî ñâÿçàí ñ èíäåêñîì â ðåïëè÷íîì ïðîñòðàíñòâå,
òî åñòü â ñèëó îôôäèàãîíàëüíîñòè ìàòðèöû W ìíîæèòåëü òèïà δnk = 0 âîçíèêíóòü íå ìîæåò, ïîýòîìó
íåâîçìîæåí ìíîæèòåëü δαγ è δαβ .

B. Îðòîãîíàëüíûé êëàññ áåç âçàèìîäåéñòâèÿ

Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî êëàññà ïîÿâëÿþòñÿ Íàìáó è ñïèíîâîå ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå ñòàíîâÿòñÿ íåíóëåâûìè
êîððåëÿòîðû 〈ww〉. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå ìåíÿåò àðãóìåíò èç ïðåäûäóùåé ïîäñåêöèè, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íåíóëåâîé êîððåëÿòîð ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî èç îäèíàêîâûõ ïî Íàìáó è ñïèíîâîìó
ïðîñòðàíñòâó ìàòðèö W . Ðàññìîòðèì ïðèìåð âûðàæåíèÿ øïóðîâ ïî Íàìáó è ñïèíîâîìó ïðîñòðàíñòâó

sp(t̃1titjtk) sp(t̃2tltm) sp(titl) sp(tktjtm) (82)

ãäå t̃1 è t̃2- ìàòðèöû âíåøíèõ ïîëåé w èç êîððåëÿòîðà, à îñòàëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò âíóòðåííèì ïîëÿì èç
äèàãðàììû, ïðè÷åì êàæäàÿ ìàòðèöà âíóòðåííåãî ïîëÿ âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû â êàêîì-íèáóäü øïóðå. Òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî t̃1 = t̃2. Ìû áóäåì âîëüíî êîììóòèðîâàòü ìàòðèöû t, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà êîììóòàöèè ñèãìà-
ìàòðèö è îïóñêàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêè, à òàêæå ó÷òåì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îòëè÷èå êîððåëÿòîðà 〈ww〉 îò
〈ww〉 ñâîäèòñÿ ëèøü ê ïðåîáðàçîâàíèþ CT tC = ±t, òî åñòü íèêàê íå ìåíÿåò ðàññìîòðåíèå.
Èòàê, íàçîâåì øïóðû, ñîäåðæàùèå ìàòðèöû t̃1 è t̃2 "ãëàâíûìè". Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñíà÷àëà

ïðîêîììóòèðóåì ñîâïàäàþùèå â ãëàâíûõ øïóðàõ ìàòðèöû, åñëè òàêèå åñòü, ê t̃1 è t̃2 è îáúåäèíèì èõ: t1 = t̃1Σ,
t2 = t̃2Σ, ãäå Σ-ýòî ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàþùèõ ìàòðèö. Äàëåå çàíóìåðóåì â ïåðâîì ãëàâíîì øïóðå âñå ìàòðèöû,
îòëè÷íûå îò t1 è áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿòü èõ âûðàæåíèÿ, ñëåäóþùèå èç íåçàíóëåíèÿ âòîðîãî øïóðà,
ñîäåðæàùåãî èõ. spσi 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i = 0, ïîýòîìó â íàøåì ïðèìåðå (82) ti íàäî áóäåò
çàìåíèòü íà tl. Äàëåå íàäî áóäåò çàìåíèòü tj íà tktm, òîãäà ìàòðèöà tk âñòðåòèòñÿ â ïåðâîì ãëàâíîì øïóðå
äâàæäû, è ïîñëå êîììóòèðîâàíèÿ åå ìîæíî áóäåò óáðàòü (t2k = 1). Åñëè ïîñëå ýòîé ïðîöåäóðû îñòàíóòñÿ
íåèñïîëüçîâàííûìè íåêîòîðûå øïóðû ñî âíóòðåííèìè ìàòðèöàìè, òî òàêèå øïóðû ñîäåðæàò ìàòðèöû òîëüêî
èç ãëàâíîãî øïóðà ñ t̃2 (â íàøåì ïðèìåðå òàêèõ íåò). Ïðîäåëûâàÿ òå æå ñàìûå øàãè, èçáàâèìñÿ îò ýòèõ ìàòðèö
âî âòîðîì ãëàâíîì øïóðå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîéäÿ ïî âñåì ïðîíóìåðîâàííûì ìàòðèöàì è óáèðàÿ ñîâïàäàþùèå
ïîñëå êàæäîãî øàãà, ïðèäåì ê òîìó, ÷òî ïðîíóìåðîâàííûå ìàòðèöû èç ïåðâîãî øïóðà ïîëíîñòüþ çàìåíÿòñÿ
òåìè, êîòîðûå áûëè âî âòîðîì ãëàâíîì øïóðå. Íàêîíåö ïðîêîììóòèðóåì ýòè ìàòðèöû â ïåðâîì øïóðå, ÷òîáû
è èõ ïîðÿäîê ñîâïàë ñ òåì, ÷òî âî âòîðîì ãëàâíîì øïóðå. Òîãäà óñëîâèå íåçàíóëåíèÿ îáîèõ øïóðîâ ãëàñèò

1 = t̃1ΣΣ′ = t̃2ΣΣ′ (83)

òî åñòü t̃1 = t̃2.
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C. Îðòîãîíàëüíûé êëàññ ñî âçàèìîäåéñòâèåì

Íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ âåðøèí, êà÷åñòâåííî îòëè÷íûõ îò ðàíåå
íàëè÷åñòâîâàâøèõ, à òàêæå ê âîçìîæíîñòè áðàòü âòîðóþ ÷àñòü ïðîïàãàòîðà ñî âçàèìîäåéñòâèåì èç âûðàæåíèÿ
(79). Àðãóìåíò èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé, ïîýòîìó íóæíî äîêàçàòü òîëüêî äëÿ
ðåïëè÷íîãî è ìàöóáàðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâ. Òî, ÷òî ñòðóêòóðà ïî ðåïëèêàì δαβδαγδαδ îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà
ñî ñòðóêòóðîé òèïà δn−m,l−k, ïðîùå âñåãî óâèäåòü íà óðîâíå êðåñòîâîé äèàãðàììíîé òåõíèêè: âñå ðåïëèêè
ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, äèàãîíàëüíàÿ ïî ðåïëèêàì ñîåäèíÿåò ðàçëè÷íûå
ôåðìèîííûå ëèíèè. Îíà ðàçâÿæåò ìàöóáàðîâñêèå èíäåêñû â âåðøèíàõ è ïðèâåäåò ëèøü ê îãðàíè÷åíèþ òèïà
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (δn−m,l−k). Î÷åâèäíî, ÷òî äîáàâëåíèå ëþáûõ ëèíèé ðàññåÿíèÿ íà ïðèìåñÿõ íå
èçìåíèò ýòîãî âûðàæåíèÿ (â ñèëó óïðóãîñòè è íåçàâèñèìîñòè îò ðåïëèê). Òàêèì îáðàçîì, â ÷åòíîé êîðíåâîé
ïàðàìåòðèçàöèè óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

D. Êîððåëÿòîðû 〈QQ〉

Â íàøåé ïàðàìåòðèçàöèè Q = W + Λ
√

1−W 2 íå÷åòíóþ ïî W ñòåïåíü èìååò ëèøü ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïîýòîìó
Q+− 6= 0 âîçìîæíî ëèøü êîãäà Q = W , ïîýòîìó êîððåëÿòîðû ïîëåé 〈QnmQkl〉 äàþòñÿ ôîðìóëîé (79), åñëè
sgn(nm) ≤ 0 è sgn(kl) ≤ 0. Àíàëîãè÷íî, îñòàëüíûå êîððåëÿòîðû ïîëåé Q áóäóò ñëåäóþùèìè: ïðè 〈Q++Q−−〉

〈QαβnmQ
γδ
lk 〉 = ZΛαβnmΛγδkl + . . . (84)

ãäå . . . îçíà÷àåò ñëàãàåìûå, èìåþùèå ëèøíþþ T è íå äàþùèå âêëàäà â ïåðåíîðìèðîâêó ôîíîâûì ïîëåì. Ýòîò
âêëàä ïðèâîäèò ëèøü ê òðèâèàëüíîé ïåðåíîðìèðîâêå ïîëÿ Q →

√
ZQ. Êîððåëÿòîðû òèïà 〈Q+−Q−−〉 ∼ T

óõîäèò â ïðåäåëå T → 0. Íàêîíåö äëÿ 〈Q++Q++〉 è 〈Q−−Q−−〉

〈QαβnmQ
γδ
lk 〉 = ZΛαβnmΛγδkl +X(δαδδβγδnkδml + δαγδβδδnlδmk) + . . . (85)

ãäå X - íåêèé ëîãàðèôìè÷åñêèé èíòåãðàë îò áûñòðûõ ïîëåé, ïîÿâëÿþùèéñÿ èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ýòîì
èíòåãðàëå ïðåíåáðåãàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ îò âíåøíèõ ìåäëåííûõ ÷àñòîò n,m, k, l. Â óíèòàðíîì ñëó÷àå âòîðîãî
ñëàãàåìîãî, ïðîïîðöèîíàëüíîãî X, íåò. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ êîððåëÿòîðîâ íàõîäèì íîâûå ïðàâèëà ñëèÿíèÿ â
óíèòàðíîì ñëó÷àå

〈Tr(AQ) Tr(BQ)〉 = 2Y (Tr(AB − ΛAΛB)) + 2X(Tr(AB + ΛAΛB)), Y =
2

g

∫
p

D̃p(0) (86)

〈Tr(AQBQ)〉 = 2Y (Tr(A) Tr(B)− Tr(ΛA) Tr(ΛB)) + 2X(Tr(A) Tr(B) + Tr(ΛA) Tr(ΛB)), Y =
2

g

∫
p

D̃p(0) (87)

Ïðè ïåðåíîðìèðîâêå ôîíîâûì ïîëåì ñëàãàåìûå òèïà Tr(A) Tr(B) è Tr(AB) âêëàäà íå äàþò, ïîýòîìó ñ ó÷åòîì
çàìåíû Y → Y − X ïåðåíîðìèðîâêà êâàäðàòè÷íûõ îïåðàòîðîâ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé âî âñåõ ïîðÿäêàõ. Ìû
ïîëàãàåì, ÷òî òàêîé æå àãðóìåíò ðàáîòàåò äëÿ îðòîãîíàëüíîãî êëàññà è äëÿ âñåõ èçó÷àåìûõ îïåðàòîðîâ.

VIII. ÂÛÂÎÄÛ

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èçó÷àåìûé ïîäêëàññ ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ ðåíîðìãðóïïû ñèãìà-ìîäåëè áåç
âçàèìîäåéñòâèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ, ïîëó÷àåìîìó èç òðåáîâàíèÿ ïåðåíîðìèðóåìîñòè òåîðèè ïðè
íàëè÷èè âçàèìîäåéñòâèÿ. Êîíå÷íî, ïðèâåäåííîå âû÷èñëåíèå äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé
íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî îïåðàòîðû îñòàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âîîáùå, íî îíî
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì íà òî óêàçàíèåì. Åñëè ïîëó÷èòñÿ âûâåñòè ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
òîãî, ÷òî îïåðàòîðû îñòàíóòñÿ ñîáñòâåííûìè âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé, òîãäà ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó îïåðàòîðàìè âçàèìîäåéñòâóþùåé è íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷è ñòàíåò òðèâèàëüíûì: íóæíî âçÿòü
îïåðàòîð íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûìè ðåïëè÷íûìè èíäåêñàìè, çàïàçäûâàþùèé çàìåíèòü
íà íåêîòîðóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ìàöóáàðîâñêóþ ÷àñòîòó, îïåðåæàþùèé èíäåêñ íà îòðèöàòåëüíóþ, ó÷åñòü
ïåðåíîðìèðîâêó ïîëÿ W ìíîæèòåëåì (

√
Z)k/2, ãäå k - êîëè÷åñòâî ïîëåé Q âî âçÿòîì îïåðàòîðå è ïîëó÷èòü

ñîáñòâåííûé îïåðàòîð çàäà÷è ñî âçàèìîäåéñòâèåì. Òàêèì îáðàçîì ñ íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷è ïåðåíåñåòñÿ
ïîäêëàññ ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ áåç ïðîèçâîäíûõ îò ïîëÿ Q. Ôèçè÷åñêè ýòè îïåðàòîðû õàðàêòåðèçóþò
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êîððåëÿöèè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà áëèçêèõ ðàññòîÿíèÿõ è â ïðèíöèïå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïðÿìîãî
ïîäñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíèõ ñ êàðòû èçìåðåíèé òóííåëüíîãî òîêà â ýêñïåðèìåíòàõ òóííåëüíîé
ìèêðîñêîïèè.
Ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû, êâàäðàòè÷íûå ïî Q, ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé êàê

K
(−2)
2 = 〈〈ρ(r = 0)ρ(0)〉〉 (88)

K
(1)
2 =

1

2
〈〈(3ρ(r)− ρ(r = 0))ρ(0)〉〉, λF � |r| � l (89)

Òðåáîâàíèå |r| � l äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè íåðàçëè÷èìû äëÿ ïîëÿ Q, à òðåáîâàíèå λF �
|r| îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðåíåáðåãàåì ñïàðèâàíèåì ôåðìèîííûõ ïîëåé â ïðåäýêñïîíåíòå 〈ψ?(r)ψ(0)〉 ∼ eikF r

√
kF r
∼ 1√

g .

Êàê áûëî óêàçàíî âî Ââåäåíèè, âòîðîé îïåðàòîð äàåò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î êîððåëÿöèÿõ ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé. Îïåðàòîðû òðåòüåé ñòåïåíè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé êàê

K
(−6)
3 =

1

83
〈〈ρ(0)3〉〉 (90)

K
(−1)
3 =

1

83
[
5

4
〈〈ρ(r)ρ(0)2〉〉 − 1

4
〈〈ρ(0)3〉〉], λF � |r| � l (91)

K
(3)
3 =

1

83
[
1

4
〈〈ρ(0)3〉〉+ 3〈〈ρ(r)ρ(r′)ρ(0)〉〉 − 9

4
〈〈ρ(0)2ρ(r)〉〉], λF � |r|, |r − r′|, |r′| � l (92)

Îïåðàòîð ñ íàèáîëüøåé àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùèé òðåòüåìó ìîìåíòó ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé, èìååò àðãóìåíòîì îäíó òî÷êó îáðàçöà. Îïåðàòîð ñî ñëåäóþùåé ïî âåëè÷èíå àíîìàëüíîé

ðàçìåðíîñòüþK
(−1)
3 òðåáóåò äëÿ îïðåäåëåíèÿ 2 òî÷êè, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå îòâå÷àåò íåîáõîäèìîñòè âû÷åñòü

ãëàâíûé, íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèé âêëàä â êîððåëÿöèè ïëîòíîñòåé ñîñòîÿíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðåòüåãî

îïåðàòîðà K
(3)
3 íóæíû óæå 3 òî÷êè, òàê êàê íóæíî óáðàòü ãëàâíûé è ñóáëèäèðóþùèé âêëàäû.

IX. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ: ÏÅÐÅÍÎÐÌÈÐÎÂÊÀ ÌÅÒÎÄÎÌ ÔÎÍÎÂÎÃÎ ÏÎËß

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîâåäåì ïåðåíîðìèðîâêó èçó÷àåìûõ îïåðàòîðîâ ìåòîäîì ôîíîâîãî ïîëÿ â îäíîïåòëåâîì
ïðèáëèæåíèè áåç âçàèìîäåéñòâèÿ è íàéäåì ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû ðåíîðìãðóïïû â ýòîì ïðèáëèæåíèè.

1. Îïåðàòîðû ñ äâóìÿ Q

A1,1 = spQα1α1
nn (r) spQα2α2

mm (r), A2 = spQα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r) (93)

ìåòîä ôîíîâîãî ïîëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäñòàíîâêå Q→ T−1
0 QT0, ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëå Q ñ÷èòàåòñÿ áûñòðûì

(â ñìûñëå ìàöóáàðîâñêèõ ÷àñòîò è èìïóëüñîâ), à ïîëå T0 - ìåäëåííûì è ïîñëåäóþùåì óñðåäíåíèè ïî áûñòðûì
ïîëÿì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ íà ìåäëåííîå ïîëå Q0 = T−1

0 ΛT0. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïðàâèëà
ñëèÿíèÿ,

〈Tr(AW ) Tr(BW )〉 = 2Y (Tr(AB − ΛAΛB −ACBTC + ΛAΛCBTC)), Y =
2

g

∫
p

Dp(0) (94)

〈Tr(AWBW )〉 = 2Y (Tr(A) Tr(B)− Tr(ΛA) Tr(ΛB) + Tr(ACBTC)− Tr(ΛAΛCBTC)), Y =
2

g

∫
p

Dp(0) (95)

ïîëó÷àåì (
A2[Q]
A1,1[Q]

)
=

(
A2[Q0]
A1,1[Q0]

)
+ Y

(
1 −1
−2 0

)(
A2[Q0]
A1,1[Q0]

)
(96)



15

ãäå ìû ïðåíåáðåãàåì ïîä èíòåãðàëîì çàâèñèìîñòüþ ïðîïàãàòîðà îò ÷àñòîòû (÷àñòîòû "ìåäëåííûå")

Y =
4

g

∫
q

Dq(0) = t lnL/l. (97)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (ñî çíàêîì ìèíóñ) â óð. (96) - λ
(1)
2 = −2 è λ

(2)
2 = 1, à ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû

P(−2)
2 = A1,1 − 2A2, P(1)

2 = A1,1 +A2. (98)

2. Îïåðàòîðû ñ òðåìÿ Q

Ïîñòóïàÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ñ îïåðàòîðàìè, êóáè÷åñêèìè ïî ïîëþ Q

A1,1,2 = spQα1α1
nn (r) spQα2α2

mm (r) spQα3α3

kk (r), A1,2 = spQα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r) spQα3α3

kk (r), (99)

A3 = spQα1α2
nm (r)Qα2α3

mk (r) spQα3α1

kn (r) (100)

ïîëó÷èì A1,1,1[Q]
A1,2[Q]
A3[Q]

 =

A1,1,1[Q0]
A1,2[Q0]
A3[Q0]

+ Y

 0 −6 0
−1 1 −4
0 −3 3

A1,1,1[Q0]
A1,2[Q0]
A3[Q0]

 (101)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (ñî çíàêîì ìèíóñ) â óð. (101) - λ
(1)
2 = −6, λ

(2)
2 = −1 è λ

(3)
2 = 3, à ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû

P(−6)
2 = A1,1,1 − 6A1,2 + 8A3, µ = −6, λ = 8,

P(−1)
2 = A1,1,1 −A1,2 − 2A3, µ = −1, λ = −2,

P(3)
2 = A1,1,1 + 3A1,2 + 2A3, µ = 3, λ = 2. (102)

3. Îïåðàòîðû ñ ÷åòûðüìÿ Q

Äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ÷åòûðüìÿ Q

A1,1,1,1 = spQα1α1
nn (r) spQα2α2

mm (r) spQα3α3

kk (r) spQα4α4

ll (r), A2,1,1 = sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]

spQα3α3

kk (r) spQα4α4

ll (r),

A3,1 = sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α3

mk (r)Qα3α1

kn (r)
]

spQα4α4

ll (r), A4 = sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α3

mk (r)Qα3α4

kl (r)Qα4α1

ln (r)
]

A2,2 = sp
[
Qα1α2
nm (r)Qα2α1

mn (r)
]

sp
[
Qα3α4

kl (r)Qα4α3

lk (r)
]

(103)

ïîëó÷èì 
A1,1,1,1[Q]
A2,1,1[Q]
A2,2[Q]
A3,1[Q]
A4[Q]

 =


A1,1,1,1[Q0]
A2,1,1[Q0]
A2,2[Q0]
A3,1[Q0]
A4[Q0]

+ Y


0 −12 0 0 0
−1 1 −2 −8 0
0 −2 2 0 −8
0 −3 0 3 −6
0 0 −2 −4 6



A1,1,1,1[Q0]
A2,1,1[Q0]
A2,2[Q0]
A3,1[Q0]
A4[Q0]

 (104)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (ñî çíàêîì ìèíóñ) â óð. (104) - λ
(1)
4 = −12, λ

(2)
4 = −5, λ

(3)
4 = −2, λ

(4)
4 = 1, è

λ
(5)
4 = 6. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû

P(−12)
4 = A1,1,1,1 − 12A2,1,1 + 12A2,2 + 32A3,1 − 48A4, µ = −12, λ = 12, η = 32, ν = −48

P(−5)
4 = A1,1,1,1 − 5A2,1,1 + 3A2,2 + 8A3,1 + 6A4, µ = −5, λ = −2, η = 4, ν = 8

P(−2)
4 = A1,1,1,1 − 2A2,1,1 + 7A2,2 − 8A3,1 + 2A4, µ = −2, λ = 7, η = −8, ν = 2

P(1)
4 = A1,1,1,1 +A2,1,1 − 2A2,2 − 2A3,1 − 4A4, µ = 1, λ = −2, η = −2, ν = −4

P(6)
4 = A1,1,1,1 + 6A2,1,1 + 3A2,2 + 8A3,1 + 6A4, µ = 6, λ = 3, η = 8, ν = 6

(105)
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